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Fondamentaux des mathématiques 2

Feuille 2 Algébre
Espaces vectoriels

Exercice 1.
Etudier la dépendance linéaire des vecteurs de R? suivants :
1. u=(2,-3),v=_(-11).
2. u=(-62),v=(9-3).
3. u=(m+1,-1),v=(-3,m—1)oum € R.

Correction exercice 1.
1. Une famille de deux vecteurs non proportionnels de R? est libre.
Ou alors on utilise la définition

VA1 € R, A+ v = Oge = A(2,—3) + u(=1,1) = (0,0) = i; {2_’1/;35:‘ (())
Ly {2/1—3u=0=>{/1=0
2L, + Ll —pu=0 p=0
Donc la famille (u, v) est libre.
2. 3u + 2v = Oz donc la famille est liée
Ou alors on utilise la définition
VA, u € R Au+ uv = 0gz = 1(—6,2) + u(9,-3) = (0,0) = i; {_23/1_-'_31”:_00

Ly  (—6A+9u=0
3L, + Ll{ 0=0
Cela n’entraine pas que 4 = u = 0 donc la famille est liée et on retrouve le résultat ci-dessus

3
:>—21+3u=0:>/1=§u
3 7
Au+ pv = Ope :Euu+,uv=0Rz$§(3u+2v)=ORz=>3u+2v=0Rz

VALu€ER Au+puv =0z 2 A(m+1,-1) + u(—=3,m—1) = (0,0) =
2

s L, { (m+1A-3u=0 :>{(m+1)/1—3u=0
3L, + (m—DL |[(-3+(m+1D(m—-1))1=0 (m?2—41=0
Sim?—4+#0
(m+1DA-3u=0
Alors{ 120
Sim? —4 =0, c’est-a-direm=—-2oum =2
m+1A-3u=0
{ (m?>—-4)A=0
Cela n’entraine pas que A = u = 0 donc la famille est liée.

etona: A = pu = 0donc la famille est libre.

>(m+1)A-3u=0

Exercice 2.

Les familles de R3 suivantes sont-elles libres ou liées ?
u=(1,11),v=(11-1).

u=(1,0,-1), v =(-1,1,0),w = (0,—1,1).
u=(1,1,0),v= (01,1, w = (1,0,1), z = (-1,1,1).
u=(1,1,1),v=(2,-12),w=(1,-2,1).

Hwbh e

Ll{(m+1)l—3,u=0
—A+(m—-1Du=0



5. u=(10,-5,15), v = (—4,2, —6).
Les familles données ci-dessus sont-elles génératrices de R ? Lorsque que la réponse est négative on
déterminera le sous-espace engendré et sa nature géométrique.

Correction exercice 2.
1. Une famille de deux vecteurs non proportionnels de R3 est libre
Ou alors on utilise la définition
Ly A+up=0 Ly (A+upu=0
VA u€ERAu+puv = 0gs = A1(1,1,1) + u(1,1,-1) = (0,00) =2 LA +u=0= L, {A+u=0
L3\ A—p=0 L3+L\ 22=0
N {A =0

u=2~0
Donc la famille (u, v) est libre.
Une famille génératrice de R3 a au moins 3 vecteurs donc (u, v) n’est pas une famille génératrice de
R3. (u,v) est une famille génératrice de Vect(u, v) et (u, v) est libre, ¢’est une base de Vect(u, v) ce
qui montre que dim(Vect(u, v)) = 2, autrement dit Vect(u, v) est un plan de R3.
2. u=(10-1),v=(-110),w=(0,—-1,1).
VA, u,v ER Au+ uv +vw = 0gz = A(1,0,—-1) + u(-1,1,0) + v(0,-1,1) = (0,0,0)
Ly { A—u=20
SLyu—-v=0=2A=u=v
L;\-2+v=0
Cela n’entraine pas que A = ¢ = v = 0 donc la famille est liée.
M+uw+vw =0 =2Au+v+w) =0 2ut+v+w=0gdu=-v-—Ww
Vect(u,v,w) = Vect(—u — v,v,w) = Vect(v,w) & R3
La famille (u, v, w) n’est pas génératrice sinon on aurait Vect(u,v,w) = R3
La famille (v, w) est libre car les vecteurs v et w ne sont pas proportionnels, par conséquent (v, w)
forme une base de Vect(v, w) ce qui montre que dim(Vect(v, w)) = 2, autrement dit Vect(v, w) est
un plan de R3.
3. Une famille libre dans R3 admet au plus 4 vecteurs, donc cette famille est liée.
au+ v +yw + 8z = Oz = «(1,1,0) + (0,1,1) +y(1,0,1) + 6(—1,1,1) = (0,0,0)

Li(a+y—6=0 Ly (a+y—-6=0 Ly (a+y—-6=0
L;\B+y+6=0 Ly B+y+6=0 L;—L3\ 2y+6=0

a=-y+6 (a=-3y
=>{ =y =>{ =y
6=-2y 6 =-2y
Par conséquent —3yu + yv + yw — 2yz = Ogs, soit aussi y(—3u+ v+ w — 2z) = Ogs etpoury = 1:

1
—3u+v+w—22=0R3<:>Z=§(—3u+v+w)

Remarque : cela remontre au passage que (u, v, w, z) est liée.
1
Vect(u,v,w,z) = Vect (u, v, W,E (-3u+v+ W)) = Vect(u,v,w)
Il reste a montrer que (u, v, w) est libre, soit on le fait directement soit on reprend le calcul ci-dessus

avec 8 = 0 alors
a=-3y a=-3y a=0
{B=V @{ B=v @{ﬁ=0

s=-2y lo=-2y y=0



(u, v, w) est une famille libre et génératrice de Vect(u, v,w) = Vect(u,v,w, z) ¢’est donc une base de
cet ensemble ce qui montre que Vect(u, v, w, z) = R3, autrement dit (u, v, w, z) est une famille
génératrice de R3.

Liy(a+28+y=0
au+ v +yw =0 = a(1,1,1) + f(2,-1,2) +y(1,-2,1) = (0,0,0) = Lyja = -2y =0
Lil\a+28+y=0
Ly (a+28+y=0 a=y
5L —Lij-36-3y=0=>{g_ "
Ly =14 0=0
Cela n’entraine pas que @ = f =y = 0 donc la famille est liée. Et on a
yu—yv+yw =0 @ y(u—v+w)=0ps
Etenprenanty =1, u —v +w = Ops
Vect(u,v,w) = Vect(u,v,—u + v) = Vect(u, v)
u et v ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Vect(u,v) = Vect(u, v, w) et bien
sOr génératrice, donc une base, ce qui montre que Vect(u, v, w) est un plan de R3.
5. u=1(10,-515) =5(2,-1,3) etv = (—4,2,—6) = 2(—2,1,—-3)
Donc 2u + 5v = Ogs, ces vecteurs forment une famille liée et Vect(u, v) = vect(u) il s’agit d’une
droite.

Exercice 3.
On consideére les sous-ensembles de R3 suivants :
F,={(x,y,z) ER3y=2z=0}
F, ={(x,y,z) ER3x +y =0}
F;={(x,v,z) ER3x +z =y}
F4 = {(X,y,Z) € Rst = y}
1. Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de R3 ; donner une base et la dimension de chacun
d’eux.
Déterminer F, + F;
Déterminer F, N F5 et sa dimension. Que peut-on en déduire pour F, et F5 ?
Montrer que F; et F, sont suppémentaires.
Montrer que F; et E, sont supplémentaires.
Quelle remarque peut-on faire en considérant les questions 4. et 5. ?
Indiquer la nature géométrique de chaque F;.

No gk owd

Correction exercice 3.
1. Premiére méthode

Ogs = (0,0,0) € F;

Soientu € F; et u’ € F; et soient 1 et A’ deux réels
Au+Au" = 2A(x,0,0) + A'(x',0,0) = (Ax + A'u’,0,0) € F,
Cela montre que F; est un sous-espace vectoriel de R3, mais cela ne donne pas la base et la dimension
de F;.
Deuxiéme méthode
u€eF ©@3ixeRu=(x0,0)=x(1,0,0) =xe; © F, =Vect(e,)

Ou e; = (1,0,0). Cela montre que F; est un sous-espace vectoriel de R3 et que e; est une base de F; et
que donc dim(F;) = 1, autrement dit F; est une droite.
Premiere méthode

Ogz = (0,0,0) EF,

3



Soientu = (x,y,z) € F,,doncx +y =0etu’ = (x',y',z") € F,,donc x" + y' = 0 et soient 1 et A’
deux réels

Au+Au =Ax,y,2) + A (X, y,z") =QAx+ Ax" Ay + Ay, 2z+ V'z") = (X,Y,Z)

X+Y=2x4+2x"+2y+ Ay =Ax+y)+Ax"+y) =0
Cela montre que F, est un sous-espace vectoriel de R3, mais cela ne donne pas la base et la dimension
de F,.
Deuxieme méthode
u=WyzeFeou=ux—-x12) =x(1,-1,0)+2(0,0,1) = x(e; —e;) + zes © F,
= Vect(e; — ey, e3)
Ou e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) et e; = (0,0,1).
Comme e; — e, et e5 ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre et bien sir génératrice de
Vect(e; — ey, e3) = F,, ce qui montre que (e; — e,, e3) est une base de F, et que dim(F,) = 2.
Premiére méthode
Ogs = (0,00) EF; car0=0+0

Soientu = (x,y,z) € F3,doncz=x+yetu' = (x',y',z') € F;doncz’ =x" +y’

Au+Au =Ax,y,2) + A (x',y,z") = Ax+ Ax" Ay + Ay, 2z+ V'z") = (X,Y,Z)
Alors

Z=Az+272 =2x+x)+ AV y+y)=Ax+x)+ 21" +y) =X+ 1Y
Ce qui montre que F5 est un sous-espace vectoriel de R3. Mais on n’a pas une base.
Deuxieme méthode
u=WyzeFfReu=uyx+y)=x(101)+y(0,1,1) =x(e; +e3) + y(e; +e3) © F;3
= Vect(e; + ez, e, + e3)
Ou e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) et e5 = (0,0,1).
Ce qui montre que F; est un sous-espace vectoriel de R3
Comme (e, + e3, e, + e3) est une famille de deux vecteurs non proportionnels et bien str génératrice
de Vect(e; + e3, e, + e3) c’est une base de F; = Vect(e, + e3, e, + e3) et que et que dim(F3) = 2.
On passe sur la premiéere méthode
u=(x,v,z) €EF, ©3(xy) e R%,u=(x,y,y) © 3(x,y) € R, u =x(1,0,0) + y(0,1,1)
=xe, +y(e, + e3) © F, = Vect(ey, e, + e3)

Ce qui montre que F, est un sous-espace vectoriel de R3
Comme (eq, e, + e3) est une famille de deux vecteurs non proportionnels et bien sir génératrice de
Vect(eq, e, + e3) c’est une base de F, = Vect(eq, e, + e3) et que et que dim(F,) = 2.

F, + F; =Vect(e; — ey, e3,e; + e3,e, +e3) = Vect(eg — ey, e3,e,5,e5) =Vect(e; — ey, e3,€;) =
= Vect(eq, e3,e;,) = Vect(ey, e,,e3) = R3
Soitu = (x,y,z) E F, N F;
g;;;g@xzyzzzo
Donc F, N F; = {Og3}, et comme F, + F; = R3, ona F,®F; = R3
Soitu = (x,y,z) EF; NF,
{y =z=0
x+y=0
Donc F; N F, = Ogs et comme dim(F;) + dim(F,) = 1 + 2 = 3 = dim(R3)
OnaF,®F, = R3
Soitu = (x,y,z) EF;NF,

eox=y=z=0

{y=i=0‘:’x=y=z=0

xX=y
Donc F; N F, = Ogs et comme dim(F;) + dim(F,) = 1 + 2 = 3 = dim(R3)
On a F1®F4 = [RS
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6. Un sous-espace vectoriel peut-étre supplémentaire de plusieurs sous-espace vectoriels.
7. Déja fait.

Exercice 4.
On consideére les sous-ensembles de R* suivants :
F={(x,y,zt) ERY,x+y+z+t=0}
G={(xv,zt) ER,x+y=2z+t}
H={(a,b,c,d)€ER*a=b=c=d}
1. Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de R*, donner une base et la dimension de chacun
d’eux.
2. Quelle est la dimensionde F + G ?
3. Montrerque R* = F @ H.

Correction exercice 4.
1. Soitu=(x,y,zt) €EF,t=—x—y—zdonc
u=(xyz—-x—-y—-z) =x(1,00-1)+y(0,10,—-1) + z(0,0,1,—1)
=x(e; —es) +y(e; —ey) +z(e3 —e4)
La famille (e; — e4, €, — €4, e5 — €4) engendre F, il reste a montrer que cette famille est libre
a=0

B =0 a=0
«(1,0,0,—1) + £(0,1,0,—1) +y(0,0,1, —1) = O+ & y =0 <=0
—a—f—-y=0 r=0

Donc cette famille est aussi libre, ¢’est une base de F et dim(F) = 3
Soitu = (x,y,z,t) €G,t =x +y — z,donc
u=(xyzx+y—-2z) =x(1,00,1)+y(0,1,0,1) + z(0,0,1,—-1)
=x(e; +e,) +y(e; +e4) +2(e3—ey)
La famille (e; + e4, €, + €4, e5 — €4) engendre G, il reste a montrer que cette famille est libre

a=0
B =0 a=0
«(1,0,0,1) + 3(0,1,0,1) + y(0,0,1,—1) = O+ & y =0 <=0
at+p—-y=0 r=>~0

Donc cette famille est aussi libre, ¢’est une base de G et dim(G) = 3
Soitu = (a,b,c,d) € H, il existe a € Rtel que u = (a,a,a,a) = a(1,1,1,1) = a(e; + e, + e5 + e,)
Donc H = Vect(e; + e, + e3 + e,) c’est une droite

F+G="Vect(e; —ey,6; —ey,63 —€4,81 + €4,65 + €4,83 — €4)
= Vect(e; — ey, e, —ey4,63 —€4,61 + €4, +€4) =
=Vect(e; — ey e, —ey,+ (e, +e4),e3 —e4,e1 + €4, +€4)
= Vect(e; — ey, 2€5,63 —e4,e1 + €4, + €4)
= Vect(e; — ey, e5,63 —€4,81 + 4,65 +e,) =Vect(e; —ey,65,63 —€4,€1 + €4,€4)
= Vect(ey, ey, e3,e1,e4) = Vect(ey, e,,e3,€,) = R*
dim(F + G) = 4
3. Letoutestdesavoirsie; +e, +e;+e,€F,commel+14+14+1=4+*0,e;+e,+e3+e, &F
donc pour toutu € H \ {Og+}, u € F, autrement dit F N H = {Ogs} et comme dim(F) + dim(H) = 3 +
1=4=dim(R*)onabienR*=F @ H

Exercice 5.
Soit F le sous-espace vectoriel de R3 engendré par u; = (2,-3,1) etu, = (2,-2,1).
1. Quelle est la dimension de F ?



Démontrer que le vecteurs u = (0,1,0) est élément de F, mais que v = (0,0,1) ne ’est pas.
Calculer les composantes du vecteurs w = (0,4,0) € F dans la base (uq, u,).

Exprimer qu’un vecteur v = (x, y, z) appartient a F par une équation en x, y, z.

Indiquer la nature geométrique de F.

ok own

Correction exercice 5.
1. Ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc dim(F) = 2.
2. u=u;—u  €F
C’est moins clair pour v, regardons si la famille (v, uy,u,) est libre.

20+2y =0
av + Bu, + yu, = 0gs © «(0,0,1) + (2,-3,1) +y(2,-2,1) = (0,0,0) & {a -38-2y=0
p+y=1
B+y=0
S {a -36—-2y=0
B+y=1

Ce qui n’est pas possible, donc v € F, sinon v serait une combinaison linéaire de u, et de u,.
3. w=1(04,0) =4(0,1,0) = 4u = 4(u, —uy) = —4u, + 4u,
4.

Li(2a+20=x
v=(xy,2z) €EF o 3(a,pf) €ER:v=au, +pu, © I(a,p) € RZ,LZ{—Za—3ﬂ =y e 3(a,pB)

L3\ a+pB =z
Lq 20+ 28 =x
ER? L+ Ly {—ﬁ:x+y
2L3 =L\ 0=2z—x

Donc une équation caractérisant F est 2z —x = 0
5. C’est un plan de R3 car u, et u, ne sont pas proportionnels.

Exercice 6.
Soit E = {(x,y,z,t) ERYL,x+y =0 et z= 2t}
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer une base de E. Compléter cette base en
une base de R*.

Correction exercice 6.
Soitu = (x,y,z,t) €EE,y =—x etz = 2t, donc
u = (x,—x,2t,t) =x(1,-1,0,0) + t(0,0,2,1) = x(e; — e,) + t(2e5 + e,)
Ce qui montre que E = Vect(e; — e,, 2e3 + e,). Donc E est un sous-espace vectoriel de R3,
Ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre et bien sGr génératrice de E,
par conséquent une base de E.
Dans ce cas il suffit de trouver un vecteur de R3 qui ne soit pas dans E, par conséquent qui ne vérifie pas les
deux équations caractérisant E, par exemple u = (1,1,1,0), la seconde équation n’est pas réalisée donc
(u,e; — ey, 2e3 + e,) est libre, comme cette famille a trois vecteurs, c’est une base de R3.

Exercice 7.
Soit a € R et E, le sous-espace vectoriel de R* engendré par trois vecteurs (1,1, a), (1,a, 1) et (a, 1,1).
Suivant la valeur de a, déterminer la dimension de E,.

Correction exercice 7.
Regardons si la famille est libre



Liya+pB+ay=0
a(1,1,a) + f(1,a,1) + y(a,1,1) = (0,0,0) & Lyja+af +y =0
Lilaa ++y =0
L, a+p+ay=0
o L,—Li{(a-1D+(1—-a)y=0
Ly—al; {l-a)p+(1—-a®)y=0
Sia=1
a(1,1,a) + B(1,a,1) +y(a,1,1) = (0,00) @a+L+y =0
Donc les trois vecteurs sont égaux donc E; est la droite engendrée par (1,1,1) = e; + e, + e3
Sia+1
Li(a+f+ay=0 L4 a+pf+ay=0
a(1,1,a) + (1,a,1) +y(a,1,1) = (0,0,0) & Lja+af+y =0 L, — L, B—vy=0
Lylaa +p+y=0 Lz—ali(B+(1+a)y=0
a+y+ay=0 a=-y(1+a)
e B=v e B=v
y+(1+a)y=0 24+a)y=0
Sia# -2 (eta # 1)alorsa = g =y = 0 la famille est libre donc dim(E,) = 3
Sia=-2alorsa=yetf =ydonc
a(1,1,-2) + f(1,-2,1) +y(-2,1,1) = (0,0,0) & y(-2,1,1) = —y(1,1,=2) — y(1,-2,1)
Puispoury =1
(-21,1)=-(1,1,-2)—-(1,-2,1)
Donc
Vect((1,1,-2),(1,-2,1),(-2,1,1)) = Vect((1,1,-2),(1,-2,1),—(1,1,-2) — (1,—2,1))
= Vect((1,1,-2),(1,-2,1))
Ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre et toujours génératrice de
Vect((l,l, -2),(1,-2,1), (—2,1,1)), ¢’est une base, donc

dim (Vect((1,1,-2), (1, -2,1), (-2,1,1))) = 2

Exercice 8.
Soit E = {P € R,[X],P(1) = 0}
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R, [X].
2. Donner une base de E et en déduire sa dimension.

Correction exercice 8.

1. Le vecteur nul de R,[X] est le polyndéme nul, en 1 ce polynéme vaut 0, le vecteur nul de R,[X] est dans
E.
SoitP, e EetP, € E,donc P;(1) = 0etP,(1) = 0.
Pour tout A, et A, deux réels,

APy 4+ 2,P)(1) = 1Py (1) + A,P,(1) =, x 04+ 2, x0=0

Donc APy + A,P, EE
E est un sous-espace vectoriel de E.

2. SOitP =aX?+bX+c€E,

Pl)=0oax1?+bx1+c=0c=—-a—-b
Donc
P=aX?+bX—a—-b=aX*-1)+b(X—-1)

X2 — 1 et X — 1 sont deux polyndmes non proportionnels, ils forment une famille libre qui engendre E,
c¢’est une base de E. dim(E) = 2.



Exercice 9.
Soit (Py, Py, ..., B,) une famille de polynémes tels que pour tout k € {0,1, ...,n}, d°P, = k
Montrer que cette famille est libre.

Correction exercice 9.
On pose pour tous k € [0, n]

k
P.(X) = Z a; X' avecayy # 0
i=0
Alors
n
D @k X)) =0
k=0

a pour coefficient dominant ay,a, ,, comme a,, , # 0, a;,, = 0, puis par une récurrence immédiate tous les
a; sont nuls. Et on se méfiera des « récurrences immeédiates » parce qu’elles ne sont pas toujours
immédiates comme le pense les étudiants.

Exercice 10.
Soient f(x) = cos(x), g(x) = cos(x) cos(2x) et h(x) = sin(x) sin(2x). Déterminer Vect(f, g, h).

Correction exercice 10.
Premiere méthode
F € Vect(f, g, h) & il existe a, B ety tels que Vx € R,
F(x) = acos(x) + B cos(x) cos(2x) + y sin(x) sin(2x)
= a cos(x) + B cos(x) (1 — 2 cos?(x)) + 2y sin?(x) cos(x)
= a cos(x) + B cos(x) — 23 cos3(x) + 2y(1 — cos?(x)) cos(x)
= (a+ B + 2y) cos(x) + (=2 — 2y) cos3(x)
Donc F € Vect(cos ,cos? )
Ce qui signifie que Vect(f, g, h) c Vect(cos ,cos® ), I'inclusion dans I’autre sens I’inclusion est
évidente donc
Vect(f,g,h) = Vect(cos ,cos? )
Qui est évidemment un espace vectoriel de dimension 2.

Deuxieme méthode
On cherche a savoir si la famille (f, g, h) est libre, si c’est le cas, il n’y a pas grand-chose a dire sur
Vect(f, g, h) sinon que c’est un espace de dimension 3.

Vx € R, a cos(x) + B cos(x) cos(2x) + y sin(x) sin(2x) = 0
Vs
Pour x = "
/i1 T /i /i1 /i1

acos(z)—i—ﬁcos(z)cos(z)+ysin(z)sin(z) =0 a+y=0

a cos(0) + B cos(0) cos(0) + ysin(0) sin(0)) =0 a+ =0

Doncy = —aetf = —a

Vx € R, a cos(x) — a cos(x) cos(2x) + a sin(x) sin(2x) = 0
Ensuite, on a beau chercher, pour toutes les valeurs de x particuliére, on trouve 0 = 0.

Vx € R, a cos(x) — a cos(x) cos(2x) + a sin(x) sin(2x) = 0

o Vx ER, a(cos(x) — cos(x) cos(2x) + sin(x) sin(2x)) = 0

S Vx ER, a(cos(x) (1 — cos(2x)) + sin(x) 2 cos(x) sin(x)) = 0
& Vx ER, a cos(x) (1 — cos(2x) + 2sin?(x)) =0
& Vx ER, 0=0
8
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Car cos(2x) = 1 — 2 sin?(x)
La famille est donc liée, f et g ne sont pas proportionnelles donc la famille est libre et

Vect(f,g,h) = Vect(f,g)
Etdim(Vect(f, g,h)) = 2.

Remarque la famille (f, g) ne ressemble pas trop a la famille (cos , cos® ) mais dans un plan, on
rappelle qu’il y a une infinité de base.

Exercice 11.
Pourquoi les polynémes 1, X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2) forment-ils une base de ’espace vectoriel R;[X]
des polyndmes a coefficients réels de degré au plus 3 ?
Exprimer X2 et X3 dans cette base.

Correction exercice 11.
Premiere méthode
Ces polynémes sont de degrés respectivement 0, 1,2 et 3 donc ils forment une famille libre.
Deuxieme méthode
a+X+y XX -1D+XX-1DX-2)=02a+pX+yX?—yX+6(X3-3X2+2X)=0
§=0 §=0
y—36 =0 y=0
B—y+25=0")B=0
a=0 a=0

X3+ ([ -30)X*+(B-y+20)X+a=0¢c
La famille est libre

Exercice 12.
SoitE = {P € R,[X]|IP =1+ (22— 3uw)X + uX? 1 € R, u € R}.
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R,[X] (espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
de degré < 2) et en donner une base.

Correction exercice 12.
SoitP € E,
P=2+4+QA=3wX+uX?>=211+2X) + u(-3X + X?).
Ce qui montre que E = Vect(1 + 2X,—3X + X?), c’est un sous-espace vectoriel de E.
(1 + 2X,—3X + X?) est donc une famille génératrice de E et comme ces deux vecteurs (polynémes) ne
sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, ¢’est une base de E, donc dim(E) = 2.

Exercice 13.
Dans le R-espace vectoriel C*([a, b], R) des applications de classe C* de [a, b] dans R, montrer que les
familles suivantes sont libres :

a) {x,e*} b) {e*,e?*} c) {x,sin(x)} d) {cos(x),sin(x)}

Correction exercice 13.
Le plus simple c’est de dire que ces fonctions ne sont pas proportionnelles, mais revenons a la
définition.
Vx € R, ax + fe* =
Pour x = 0, f = 0 donc a = 0, la famille est libre
Vx € R, ae* + fe?* =0
Pourx =0,a+ =0 L,
Pourx =1,ae + fe? =0 L,
C’est évidemment un systeme de Cramer dont I’unique solutionest a = f = 0
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Sinon L, — eL, donne B(e? —e) = 0 donc B = 0 et par suitea = 0
La famille {e*, e?*} est libre.
Vx € R,ax + Bsin(x) =0
Pourx =m,an+ Bsin(n) =0=>ar=0=>a=0etdonc B =0
Vx € R,a cos(x) + Bsin(x) =0
Pour x = 0,a=0etpourx=§,ﬁ =0
La famille {cos(x), sin(x)} est libre.

Exercice 14.
Soit E I’espace vectoriel des suites de nombres réels et £ C E ’ensemble des suites (u,,)n»o Vérifiant la
relation de récurrence :
Uptz2 = Unyr T 2Uy (n=0)

1. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que les suites de terme général a,, = (—1)" et b,, = 2™ forment une famille libre de €.

3. Tenant compte du fait qu'une suite (u, ) est entierement déterminée par la donnee de u, et u,, montrer
que (a,) et (b,) forment une base de &.

4. Déterminer les suites (u,) de & tellesque uy = 1 et u; = —2.

Correction exercice 14.
1. Soient (u,) et (v,) deux suites vérifiant cette relation, ¢’est-a-dire

Upsz = Upir + 2Uy (n=0)

Et
Untz2 = Unt1 + 20y (n=0)

La suite nulle vérifie cette condition.

QUniz + PVniz = A(Uny1 + 2Un) + B(Wny1 + 200) = (QUnyr + BVner) + 2(aUnyr + BVn4g)
Ce qui montre que la suite (u, + v,) Vérifie la condition de &, c’est un sous-espace vectoriel de I’espace
vectoriel des suites a valeurs réelles.

Unpz = (CDM2 = (D" et Upyq +2u, = D"+ 2(-D = (DM (-1+2) = (D"
Ce qui montre que (—1)™ Vérifie w45 = Upy1 + 2Uy,
Uppp = 2M2 =4 X 2" et Upyq +2U, =271+ 2X 2P =2 X 2" +2 X 2" =4 x 2"
Ce qui montre que 2™ Vérifie w15 = Up4q + 2Uy,
Ces deux suites ne sont pas proportionnelles, elles forment une famille libre de €.

3. Comme (u,) ne dépend que des paramétres u, et u,, € est un espace vectoriel de dimension 2, par
conséquent, il existe A et u réels tels que pour tout n = 0
u, = A(=1)" + u2"

4,

A==
Uy =1 {A(—1)°+u2°=1 Ll{ A+pu=1 L, {/1+u=1 3
{u1=—2@ A 42t =2 T Lyl-A+2u=—2T L+ L, 3u=-1 7 1

u=-=

D’ou en en déduit que
_4( 1)77. 1211
tn =3 3
Exercice 15.

Résoudre dans R les systemes suivants, en utilisant la méthode du pivot de Gauss :
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S5x+2y—-z=0 5 +2y—z=5

x—y+z=0 x—y+z=3
a){ b){
—3x—4y+3z=0 —-3x—4y+3z=1

Correction exercice 15.

a.
L4 x—y+z=0 L x—y+z=0 Ly x—y+z=0 x—y+z=0
LZ 5x+2y_Z:O @LZ_SLI 7y—6Z=0<: LZ 7y—6Z:0 @{7 —6Z:0
Lilo3x—4y+32=0 L, +3L-7x+62=0 Ls+L,{ 0=0 Y
On aurait pu (et du) supprimer la troisiéme équation des lors que ’on s’est apercu qu’elles étaient
proportionnelles.
x—y+z=0 X=y—z xz—lz
{5x+2y—z=0 @{ _ 6 e 67
—3x—4y+3z=0 (Y777 y =2
1 6
S = {(x,y,z) ER3 x = —5z ety = ;z}
D’une maniére plus clair, un vecteur u = (x,y, z) qui vérifie ce systéme s’écrit
_<16 )_ Z(167)
u=\-7z7zz)=-7(1,-6
Donc I’ensemble des solutions est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1, —6, —7).
b.
Li( x—y+z=3 L4 x—y+z=3 X—y+z=3 x=y—z+3
LZ 5x+2y_Z=5 <:>L2_5L1 7y—6Z:—10<:>7 —6Z_—10 _6 10
Lil-3x—4y+32=1 Ls+3L,“7x+6z=10 > %7 Y=7%77
_ 6 10 b3 1 N 11
N A A A
_ 6 10
Y=7777
S—{( )€ RE x = 1 +11 . _ 6 10}
=1(x,y,z X = -zt pety=sz-—
D’une maniére plus clair, S est la droite affine de R3 dirigée par (1, —6,—7) et passant par le point de
. 11 10
coordonnees (—, ——,0)
7 7
Exercice 16.

Résoudre, suivant les valeurs de A € R, le systeme :
2-Dx+2y=0
x+Q2-ADy+z=0
2y+(2-1D)z=0

Correction exercice 16.
Li( Q-Dx+2y=0
S) Lsx+R2—-ADy+z=0

L;y\ 2y+(2-2)z=0
On ne peut pas remplacer L, par (2 — 1)L, — L, parce que pour A = 2 cela revient a changer L, par —L, et
donc on « perd » une information (puisque 1’on a alors L, en premiere ligne et —L, en seconde ligne), celle
de L,. Donc on change I’ordre des lignes (on aurait pu aussi changer 1’ordre des variables), et on met la
ligne L, en seconde position parce qu’il n’y a pas de « x » dans L, ce qui signifie que le pivot est nul, c’est
un probleme, a vous de voir pourquoi.
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Li( Q=-MDx+2y=0 L, (x+2—-Dy+z=0
Lix+R2-Dy+z=01L3 2y+(2-1)z=0
L;{ 2y+(@2-Mz=0 L3\ 2-MDx+2y=0

L, x+Q2-ADy+z=0
= L, 2y+(2-2)z=0
2L; = 2-DL((4-Q2-D)y—-2-Dz=0
L, x+@Q2-Dy+z=0
=3 L, 2y+(2—-1D)z=0
2L; — 2-DL A2 -Dy—-2-Dz=0
Sid=2
x+z=0 _
)= 2y=0 @{Zy_z o
0=0

Un vecteur u = (x, y, z) vérifiant ce systeme est de la forme u = (x,0,x) = x(1,0,—1)
L’ensemble des solutions est la droite vectorielle engendrée par le vecteurs (1,0, —1)
Sid#2
x+Q2-ADy+z=0 x+Q2-ADy+z=0 x+Q2-ADy+z=0
O el 2y+2-2Dz=0 ©15 2y+(2-1Dz=0 ©12y+Q2-Dly=0
Ay—z=0 z= Ay z=2Ay
x+R2-AD)y+z=0
©{-(A%2-21+2)y=0
z=Ay
A% — 21 + 2 a un discriminant négatif, donc n’a pas de solution réelles, par conséquent il est non nul. Par
suitex=y=2z=0

Exercice 17.
Soient a, b et ¢ trois fonctions continues sur un intervalle I, avec Vx € I,a(x) # 0. On appelle E
I’ensemble des solutions de I’équation différentielle
a()y” +b(x)y" +c(x)y =0
Montrer que E est un espace vectoriel.

Correction exercice 17.
La fonction nulle est évidemment solution de 1’équation
Soient y; et y, deux fonctions solutions de
a(x)y" +b(x)y' +c(x)y =0
Donc
a(x)y; + b))y +c(x)y; =0
et
a(x)yz + b(x)yz + c(x)y, =0
Soient A, et A, deux réels
OnposeY = A1y, + Ay, alorsY' = Ay, + Ay, et Y = Ay, + A,y . Donc
a()Y" + b)Y + c(x)Y = a(x)(A1y1" + 225 + b)) (A1y1 + A2y3) + () (Ay1 + A2¥2)
= A4 (a(x)yr + b(x)y1 +c()y1) + A (alx)ys + b(x)y; + c(x)yz) =0
On en déduit que les solutions de
a(x)y” +b(x)y +c(x)y=10
Forment un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions.

Exercice 18.
Dans l'espace R*, on se donne cing vecteurs : v; = (1,1,1,1) , v, = (1,2,3,4), v3 = (3,1,4,2),
12



vy = (10,4,13,7) et vs = (1,7,8,14)
Chercher les relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs. Si ces vecteurs sont dépendants, en extraire
au moins une famille libre engendrant le méme sous-espace.

Correction exercice 18.
Déja, une famille de 5 vecteurs dans un espace de dimension 4 est liée, mais cela ne donne pas la (ou
les) relation(s) reliant ces vecteurs.
a(1,1,1,1) + p(1,2,3,4) + y(3,1,4,2) + 6(10,4,13,7) + €(1,7,8,14) = (0,0,0,0)
Lif a+f+3y+106§+e=0 Lq a+pf+3y+106+e=0
@Lz a+20+y+46+7¢=0 @Lz—Ll B—2y—65+6e=0
Ly)a+38+4y+136+8e =0 " L3— L, 26+y+36+7e=0
Ly\a+48+2y+75+14e=0 Ly—L;\ 38—y —36+13e=0
Ly a+pB+3y+106+€=0 a+B+3y+105+€=0
L 2y —60+6e=0 @{ B—2y —66+6€=0
Ly — 2L, 57+ 156 —5¢ =0
La—3L,\ 5y+156—5¢=0 y+30-e=0
a+f+3y+106+€=0
-

=4

p—2y—66+6=0

y=-30+¢€
a=—F—-3(—36+€)—105 —¢€ a=4e —-3(—36+¢€)—106 — ¢ a=-0
&4 B=2(-35+¢€)+65—6¢ @{ B =—4e e B =—4e
y=-30+c¢€ y=-36+¢€ y=-30+¢€

Sionprend§ =1ete =0,alorsa = -1, = 0ety = —3, ce qui donne
—v, —3v3+ v, = Ops
Sionprends§ =0ete =1,alorsa =0, = —4 ety =1, ce qui donne
—4v, + V3 + Vg = Opa
Autre facon de voir les choses :
a(1,1,1,1) + (1,2,3,4) +y(3,1,4,2) + 6(10,4,13,7) + €(1,7,8,14) = (0,0,0,0)
S avy + P, + yvs + 6V, + €vg = Ops © —0v; — 4€vy, + (=36 + €)v; + 6V, + €vg
=0ps © 6(—v; —3v3 +v,) + €(—4v, + V3 + v5)V, = Ops
Cette derniére relation étant vraie pour tout & et pour tout €, on retrouve les deux relations.
Ce ne sont pas les seules relations entre ces vecteurs, si on fait la somme ou la différence, on trouve
d’autres relations
Uy, =V + 303 etvs =4v, — vy
Vect(vy, vy, V3,04, V5) = Vect(vq, vy, V3, V1 + 303,40, — v3) = Vect(vq, vy, V3)
Il reste & montrer que (v4, v,, v3)est libre, ce qui est quasi évident puisqu’il suffit de refaire le calcul ci-

a=-90 a=0
dessusavec 6 =€ = 0 et alors{ p=—4 = {ﬁ = 0, cela montre que (v4, v,, v3) est libre.
y=-36+e =0

Exercice 19.
Dans R*, comparer les sous-espaces F et G suivants :
F =Vect((1,0,1,1),(—1,-2,3,—-1),(-5,-3,1,-5))
G =Vect((-1,-1,1,-1),(4,1,2,4))

Correction exercice 19.
Il faut déja connaitre la dimension de chacun de ses sous-espaces vectoriels de R*, Pour G c’est clair, les
deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc dim(G) = 2. Pour F ¢’est moins net, c’est 2 ou 3 vu qu’il y
a deux vecteurs non proportionnels. Mais est-ce les trois vecteurs forment une famille libre ?
Soient a, B et y trois réels
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B L,) —28-3y=0
a(L0LD) +f(=1,=23, =D +y(=5,-3L,-5) = 0w & | ) L35 1

Ly\a—B—-5y=0

21 a;ﬁ—35]/_=00 0[—,8—5]/=0 a{=ﬁ+5]/ a=Z}/
R It b P M I
3= Ly v = 48 +6y =0 -2 =-3
Ly— L, 0=0 d Y ? g 2)/

Donc la famille est liée et pour y =2 ona

7(1,0,1,1) — 3(=1,-2,3,—1) + 2(=5,-3,1,—5) = O+
D’aprés les remarques précédentes dim(F) = 2 et dim(G) = 2, ce qui ne veut dire en aucun cas que G =
F.

On pose
u, = (1,0,1,1); u, = (—-1,-2,3,—-1);u3; = (—5,-3,1,-5)
Comme ona 7u; — 3uy + 2uz = Ogs, U3 = —§u1 + %uz et (uq,u;) est libre (car ces vecteurs ne sont pas
proportionnels), cela entraine que :
7 3
F =Vect(uy, uy,u3) = Vect (ul,uz, 5z + Euz) = Vect(uy, uy)

F =Vect(uy,u,)
Onpose v; = (—1,—-1,1,-1) et v, = (4,1,2,4) alors G = Vect(v,, v,).
Regardons si la famille (u,, u,, v,,v,) est libre
a—F—-y+46=0
—2—-y+6=0
a+38+y+26=0
a—F—-y+46 =0

«(1,0,1,1) + p(-1,-2,3,-1) +y(-1,-1,1,-1) + §(4,1,2,4) = (0,0,0,0) &

Li(a—B—y+46=0 Ly (@—=B-y+45=0 _p_ —
@in -2—y+6=0 & L, 1—2,3—}’+5=0 (:{a_zg_yig(g__oo
Li\a+38+y+26=0 Li—L 4g+2y—25=0 yro=
1 1 1 7
a—f—-y+46=0 a=B+y—45=—-y+=-6+y—-46==-y—=6
PN 1 1 PN 2 2 2 2
= —= =6
2 2 B 2y+2
Ce qui donne
1 7 1 1
au1+,8u2+yv1+6vz=0R4=>(EV—§6)u1+(—§y+§6>u2+yv1+5v2=0R4
1 1 7 1
@y(iul—zuz+v1>+5<—§u1+§u2+v2)=0R4
Ceci étant vrai pour tout £, y réels, on en déduit que :
1 1 1 1
Eul _Euz + vl = 0]R4 < vl = _Eul +§u2
7 1 7 1
—§u1+§u2+772:01m4 Va2 =5 =5l

Comme
1 1 7 1
G =Vect(vy,v,) = Vect (_Eul + S Uz 5 U — Eu2> CF
Et que dim(G) = dim(F)ona G = F.
Exercice 20.

Soienta = (2,3,-1),b =(1,-1,-2),c = (3,7,0) etd = (5,0,=7).
Soient E = Vect(a, b) et F = Vect(c,d) les sous-espaces vectoriels de R3. Montrer que E = F
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Correction exercice 20.

c=2a—be€Vect(a,b) =E
d=a+3b eVect(a,b) =E
Donc F c E, or a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est une base de E et dim(E) = 2, de
méme c et d ne sont pas proportionnels donc (¢, d) est une base de F et dim(F) = 2.
On a passé sous silence que (a, b) est une famille génératrice de E et que (c, d) est une famille
génératrice de F.
EcCcF
{dim(E) = dim(F) ~ E=F
Il y a d’autre fagon de faire, par exemple en trouvant pour E et F une équation cartésienne caractérisant
ces espaces.

Exercice 21.
Soientu;, = (1,1,1), u, = (2,-2,—-1) etu; = (1,1,-1)
Soient E = {(x,y,z) ER3,y + z=0}et F = Vect(uy, u,)

1.

a s wbd

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3. Déterminer une base de E.
La famille (uq, u,, u3) est-elle libre ? Est-ce que u; € F ?

Est-ce que u; € E ?

Donner une basede E N F.

Soit u, = (—1,7,5), est-ce que u, € E ? est-ce que u, € F ?

Correction exercice 21.

1.

0+0=0=0g €EE
Soitu=(x,y,z) EE,y+z=0etsoitu’ €E,y' +2z' =0, pourtout ,1' €R
Au+Au = Ax+Ax" Ay + Ay Az+ A'z")
Comme
Ay +2y)+Az+212) =A@y +2)+A (' +2z)=Ax0=1x0=0
Au+Au €E
E est un sous-espace vectoriel de R3.
Soitu = (x,y,z) EE,y+z=0c z=—y,donc
u€eEeu=(xy—-y)=x(1,00)+y(0,1,-1)
E = vect(eq,e, — e3)
e, et e, — e ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre et génératrice de E, c’est une base
de E.

a+20+y=0
auy, + fu, +yus; =0gs © a(1,1,1) + (2,-2,-1) +y(1,1,-1) = (0,0,0) ©ja—2+y =0
a—F—-y=0

Ly (a+28+y=0 a=0

(:)Lz—Ll{ -4 =0 @{Bzo

Ly—L \=38—-2y=0 |y=0

La famille (uq, u,, us) est libre.

Premiére méthode

Si uz € F alors ils existent «a et S réels tels que u; = au; + Bu,, ce qui signifie que (uq, u,, us) est
liee, ce qui est faux, donc u; & F

Deuxieme méthode

u; EF © 3a,f € Ru; =auy + fu, @ 3a,ER,(1,1,-1) = a(1,1,1) + B(2,—-2,—-1)

l=a+2p Ly l=a+2p
c)Ha,ﬂER,{l:a—Zﬁ@Ela,ﬁE]R%,Lz—Ll{ 0=-4p
—1l=a-p Ly—L; \-2=-3p
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Les deux dernicres lignes montrent que ce n’est pas possible, par conséquent u; & F
3 u3=(11,-1),14(-1) =0 uz €E.

4.
_ ueeE y+z=0
u—(x,y,z)EEﬂF@{uch)Ela,,BE]R{,{u:aul_l_ﬁuz
<3 eER { y+z=0
wpER, (x,y,2) = a(1,1,1) + B(2,—2,—1)
y+z=0
ﬁaa’ﬁER’{x=a+2[)’,y=a—2[3,z=a—ﬁ
(@=2B)+(a—-pB)=0
(:)aa'ﬁER’{x:a+ZB,y:a—2ﬁ,z:a—ﬁ
3
(:)Eia,ﬁE]R,{ a=5
x=a+2,y=a—-2F,z=a—-L
3
azzﬁ
< Ja,p €ER, _7 B 1 _1
X=say=-saz=7a

Donc sion pose a = (7,-1,1)
ENF =Vect(a)
5 uy,=(-175),7+5*0doncu, ¢ E
u, EF & (u1; Uy, u4) est liée

a+28—-y=0
au, + ﬁuz + YUy = O]R?’ A a(lllll) + ﬁ(zl _2: _1) + Y(_1;7;5) = (OIOIO) At {a - Zﬁ + 7y =0
a—p+5y=0
Ly (a+28+y=0 a+20+y=0
4y—y =0 =-3
@Lz—Ll{—4ﬁ+8y=0 @{ B—2y=0 {“J’ﬁ”zz’]’/ @{“ﬂzzy”
Ly—L;\-38—-6y=0 p—2y=0

La famille est liée par la relation
—3u1 + 2u2 + u4 = O]R3 (=4 u4_ = 3u1 - 2u2
Ce qui montre bien que u, € F

Exercice 22.

Soit E = {(x,v,z) ER3,x+y +z =0}

Soienta = (1,-2,3) et b = (2,1, —1) deux vecteurs. On pose F = Vect(a, b)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer ENF.
3. AtonE@F?

Correction exercice 22.
1. Premiére méthode
0+04+0=0=0p €EE
Soientu = (x,y,z) e Eetu’' = (x',y",z') e E,onax+y+z=0etx' +y'+ 2z = 0.Pourtout A et
A réels, Au + A'u’ = (Ax + A'x", Ay + A'y’, Az + 1'z"), ce qui entraine que
Ax+2x)+Qy+2Ay)+QAz+212)=Ax+y+2)+ A" +y' +2')=0
D’ou, Au + A'u’ € E, ce qui achéve de montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
Deuxiéme méthode
Commez=—-—x—-y,u=(xy2)€Esu=(xy —x—vy)=x(1,-10)+ y(0,1,—1) ce qui
montre que
E =Vect((1,-1,0),(0,1,-1))
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Et que par conséquent E est un espace vectoriel.

2. Premiere méthode.
Soitu = (x,y,z) EENF,d’unepart x + y + z = 0 car u € E et il existe a et 3, réels tels que u =
aa + b caru € F. Cette dernicre égalité s’écrit aussi

x=a+2p
(x,y,z) =a(1,-23)+p21,-1) oy =—2a+
z=3a—-p
Par conséquent
x=a+2f x=a+2p x=a+2p
y=-2a+p y=-2a+p y=-2a+p
ueENnk e z=3a—-f < z=3a—-f < z=3a—-f
x+y+z=0 (a+28)+(2a+p)+@Ba—-p)=0 20+28=0
x=a+2p X=-a
= — =—3
oY 20+ y a

z=3a—-p ) z=4a
f=—a p=—a
Cela montre qu’il existe « € R tel que u = a(—1,—3,4)
Autrement dit si on pose ¢ = (—1,—-3,4), ENF = Vect(c)
Deuxieme méthode
On cherche une ou plusieurs équations caractérisant F
u=Wyz)eEFe3idaeRIBeERu=aa+pbeIaeRIBER,(x,y,2) = a(1,-2,3) +L(2,1,-1)

a+20=x a+20=x

© Ja € R AL ER, —2a+ﬁ=y<:>EIaER,EIBER,L2+2L1 50=y+2x ©3a
3a—f =z 370\ =z—-Tx

a+2f=x
€ R, 3B ER, 50=y+2x & Ja e R, AL
SLs+7La (g = 5(z—3x) + 7(y + 2x)

a+2f=x

R, 5=y +2x

4Lz + 5L, —x+7y+5z=0

Donc F = {(x,v,z) € R3,—x + 7y + 5z = 0}
Ensuite on cherche ’intersection

x+y+z=0
_ x+y+z=0 {x+y+z=0
u_(x’y’Z)EEnF@{—x+7y+SZ=O®L2+L1 8y+6z=0 It yz—%z

> + 0 !

xX—=z+z= X ===

4 4

= ~ 3 g ~ 3

y= 4Z y= 4_Z

Par conséquent u = (—iz, —%z, z) = %(—1, —3,4)
On trouve le méme résultat.
3. ENF # {0gs},onn’apasE @ F = R3.
Ou alors dim(E) + dim(F) = 2 + 2 = 4 # 3 = dim(R?), si on a montré que E et F étaient des plans.

Exercice 23.
Soient E = Vect(a, b, ¢, d) un sous-espace vectoriel de R3
a=(2,-1,-1); b=(-123); c=(147); d=(112)
1. Est-ce que (a, b, c,d) est une base de R3 ?
2. Montrer que (a, b) est une base de E.
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant E.
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4. Compléter une base de E en une base de R3.

Correction exercice 23.
1. Une famille de 4 vecteurs dans un espace de dimension 3 est liée, ce n’est pas une base.
2. Pourtout a, B,y et § réels
aa+ Bb+yc+dd =0 © a(2,-1,-1) + f(—1,2,3) + y(1,4,7) + 6(1,1,2) = (0,0,0)

Li( 2a—F+y+6=0 Ly 20— +y+6=0
@Lz{—a+2ﬁ+4y+6=0 (:)2L2+L1{3ﬁ+9y+36=0
Li\-a+3+7y+25§ =0 Ly—L, \ B+3y+45=0

{2a—ﬁ+y+6=0@{2a—[3+y+6=0@{2a—(—3y—6)+y+5=O
B+3y+6=0 B=-3y—6 B=-3y—¢6

2a+4y+26=0 a=-2y—6

{ B=-3y-6 ‘:{ﬁ=—3y—6
Donc pour tout a, 8,y et & réels

aa+ b +yc+6d =0p: & (—2y —&a+ (—3y —8)b+yc+ 5d = Ogs
©y(—2a—3b+c)+d(—a—b+d) =0ps
Ce qui montre que —2a — 3b + ¢ = Ogs et que —a — b + d = Ogs, autrement dit
c=2a+3d et d=a+b

Par conséquent

E =Vect(a,b,c,d) = Vect(a,b,2a + 3d,a + b) = Vect(a, b)
(a, b) est une famille génératrice de E, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est
libre, c’est une base de E.

3.
x=(xy,x5,x3) EEo3daq,fERx=aa+pb e 3a, B ER a(2,—1,—-1) + f(—1,2,3)
Li(2a0a—F=x; Ly 20— B = x4
= (x1,xp,x3) @A, ER Lyi—a+ 20 =x, ©3Fa,L € R, 2L, + L1130 = 2x, + x4
Li\—a + 30 = x5 Ly =Ly \ B=x3—x;
Ly 200 — B = x4
©3a,fER, L, 30 = 2x, + x4

3L — Ly (0 =3(x3 —x3) — (2x, + x;) = —x; — 5x, + 3x3
Une équation caractérisant E est —x; — 5x, + 3x3 =0
4. e; = (1,0,0) ne vérifie pas 1’équation caractérisant E donc e; & E et (a, b) est libre donc (a, b, e;) est
une famille libre a 3 élément dans 1’espace vectoriel R3, de dimension 3, c¢’est une base.

Exercice 24.
SoientE = {(x,y,z,t) ER" , x+y+z—t=0etx—2y+2z+t=0etx —y+z =0}
On admettra que E est un espace vectoriel.
EtF ={(x,y,z,t) E R, 2x + 6y + 7z — t = 0}
Soienta = (2,1,—-1,2), b = (1,1,-1,1), c = (—1,-2,3,7) et d = (4,4, -5, —3) quatre vecteurs de R*.
Premiere partie
1. Déterminer une base de E et en déduire la dimension de E.
2. Compléter cette base en une base de R*.
Deuxiéme partie
3. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.
4. Déterminer une base de F.
5. At-onE@F =R*?
Troisiéme partie
6. Montrer que F = Vect(b,c,qd).
7. Soitu = (x,y,zt) € F, exprimer u comme une combinaison linéaire de b, c etd.

18



Correction exercice 24.
1. Une famille de 4 vecteurs dans un espace de dimension 3 est liée, ce n’est pas une base.
2. Pourtout a, B,y etd réels
aa+ Bb+yc+8d =0z © a(2,-1,-1) + f(—1,2,3) + y(1,4,7) + 6(1,1,2) = (0,0,0)

Li( 2—f+y+6=0 Ly 20— +y+46=0
@LZ{—a+2ﬁ+4y+5=0 (:)2L2+L1{3[3+9y+36=0

{2a—ﬁ+y+6=O@{Za—ﬂ+y+6=0@{2a—(—3y—6)+y+6=0

p+3y+6=0 B=-3y—-4¢ B=-3y—-96
{2a+4y+26=0 {az—Zy—S

Donc pour tout a, 8,y et & réels
aa+Bb+yc+38d =0 & (—2y —8a+ (-3y —6)b+yc+ dd = Ops
S y(—2a—-3b+c)+8(—a—b+d) =0ps
Ce qui montre que —2a — 3b + ¢ = Ogs et que —a — b + d = Ops, autrement dit
c=2a+3d et d=a+b
Par conséquent
E =Vect(a,b,c,d) = Vect(a,b,2a + 3d,a + b) = Vect(a, b)
(a, b) est une famille génératrice de E, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est
libre, c’est une base de E.

3.
x=(x1,%,x3) EE eI, ERx=aa+pb & Ja,f E R a(2,—1,-1) + f(—1,2,3)
Li(2a—p =x Lq 2a — f = x4
= (x, X, x3) @I, LER Lyi—a+ 2 =x, ©3Fa,L €ER,2L, + L1130 = 2x, + x4
Li\—a + 30 = x5 Ly =Ly \ B=x3—2x;
Ly 20— = x4
< 3da,LER, L, 30 =2x, + x;

3L3; — L, (0 =3(x3 —x,) — (2x, + %) = —x; — 5x, + 3x3
Une équation caractérisant E est —x; — 5x, + 3x3 =0
4. e, = (1,0,0) ne vérifie pas I’équation caractérisant E donc e; & E et (a, b) est libre donc (a, b, e,) est
une famille libre a 3 élément dans ’espace vectoriel R3, de dimension 3, ¢’est une base.

Exercice 25.
Soient Py = %(X - DX —-2),P,=—-XX-2)etP, = %X(X — 1) trois polynémes de R,[X].
1. Montrer que (Py, Py, P,) est une base de R,[X].
2. Soit P = aX? + bX + ¢ € R,[X], exprimer P dans la base (P, P;, P,).
3. Soit Q = aPy + P, + yP, € R,[X], exprimer Q dans la base (1, X, X?).
4. Pour tout A, B et C réels montrer qu’il existe un unique polynéme de R € R, [X], tel que :
R(0) =A,R(1) =BetR(2) =C.

Correction exercice 25.
1.

1 1
Py +BPy+yP =0 as (X~ DX -2) - pXK —2) +y XX - 1) =0
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3
@%(x2—3x+2)—ﬁ(xz_2X)+g(xz_x)=0<:>(%_g+g>xz+<__a+2ﬁ_g)x+a

2
a y y

=0 4 3a 4 4 Y
~S+2p-2=0" |+26-5=
k a=20 a=20
La famille (Py, Py, P,) est une famille libre de trois éléments dans un espace de dimension 3, ¢’est une
base de R,[X].
2. On cherche a, B ety (en fonction de a, b et c) tels que : aX? + bX + ¢ = aPy + fP; + VP,

En reprenant le calcul ci-dessus, il faut résoudre le systeme :

y=4<=3y =0
a=0 a=0

ek

0@

a a=cC a==c
( ——,8+Z=a ( c Y ( Y c a=c
2 2 —_p+l=g p+l=a-% y
S 26— b 32, i = ; 32(:L +1L FrzmaTy
-+ — == c Y Y c 3 2
2 2 —— 42 — == 2 ——= — =a+b+c
a=c k 2+ B 2 b kﬁ 2 b+2 g
y @a=c a=c
olz-=a—zs+a+b+cesly=4a+2b+c
2 2
B=a+b+c p=a+b+c
3. Oncherche a, b et ¢ (en fonction de «, 5 et y) tels que : aX? + bX + ¢ = aPy + BP; + yP,
( 14
j a=g=F+3
3a y
b=—-——+28—=
I\ ;T2 -3
c=a

C’était déja fait.
4. 1l est préférable d’exprimer un tel polyndme dans la base (P, Py, P,), autrement dit on cherche a, 8 ety
telsque R = aPy, + P, + yP, vérifie R(0) = A,R(1) = BetR(2) =C.
Py(0) =1,P;(0)=0etP,(0)=0donca = A
Py(1) =0,P;(1) =1etP,(1) =0donc 8 =B
Py(2) =0,P;(2) =0etP,(2) =1doncy =C
Il n’y a qu’un polynéme R = AP, + BP; + CP,
Ensuite, si on veut on peut exprimer R dans la base canonique (mais ce n’est pas demand¢ dans
I’énoncé)

2 A C ) 34 C
R =aX +bX+C=<E—B+§>X +(_7+ZB_E)X+C

Exercice 26.
Soit E = {P € R3[X],P(=1) =0 et P(1) = 0}

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R;[X].
2. Déterminer une base et la dimension de E.

Correction exercice 26.
1. Le polynéme nul © vérifie ®(—1) = ©(1) = 0,donc O € E.
Soient P; et P, deux polyndmes de E et soient A, et A, deux réels
(AP + 2,P) (1) = 4P (1) + 2,P,(-1) =0
Car P,(—1) =0etP,(—1) =0,
(AP + 2,P,)(1) = A,P1(1) + 2,P,(1) =0
Car P,(1) = 0et P,(1) =0,
Donc 1, P; + A,P, € E, ce qui montre que E est un sous-espace-vectoriel de R;[X]
2. —1let1sontracinesde P doncilexiste QtelqueP = (X —1)X +1)Q = (X? - 1)Q
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Le degré de Q est 1, donc il existe deux réels a et b tels que
P=X?-1(aX+b)=aX(X?—-1)+b(X?-1)

(X(X? —1),X? — 1) est une famille génératrice de E, ces polyndmes ne sont pas proportionnels, ils

forment dond une famille libre et donc une base de E.

Exercice 27.
SoitE ={(x,y,zt) ER ,x+y+z+t=0,x+2y—z+t=0,—x—y+2z+ 2t =0} et
F={(x,y,z,t) € R* x + 3y + 4t = 0}

1. Donner une base de ces deux sous-espaces vectoriels de R*.

2. At-onE@F =R*?

3. Soita = (1,3,0,4) € R* etonpose G = Vect(a),a-t-onG @ F = R*?

Correction exercice 27.

1.
Li( x+y+z+t=0 Li (x+y+z+t=0
u=(x,y,z,t)EE<:>L2{ xX+2y—z+t=0 @LZ—LI{ y—2z=0
L3 _x_y+22+2t=0 L3+L1 3Z+3t=0

y =2z y =2z y =2z
t=—z t=-z t=—z
Doncu = (—2z,2z,z,—z) = z(—-2,2,1,—1)
On pose uy = (—2,2,1,—1) et E = vect (uy), E est la droite engendrée par le vecteur wu,.
u=(xyzt) EFeox+3y+4t=0x=—-3y—4t
Donc u = (—=3y — 4t,y, z,t) = y(—3,1,0,0) + 2(0,0,1,0) + £(—4,0,0,1)
On appelle u; = (—3,1,0,0), u, = (0,0,1,0) etuz = (—4,0,0,1) et F = Vect(uq, u,, us)
(uq,uy, usz) est une famille génératrice de F, il reste a montrer qu’elle est libre.

x+y+z+t=0 x+2z+z—z=0 x =—2z
S =3 S

—3a—4y =0
auq + )Buz + VU3 = O]R4' < a(_3r1;010)r +ﬁ(010;1,0) + V(_41010;1) = (0101010) < ; z g
y =0
a=0
<=0
y=20

(uq, uy, ug) est libre (et génératrice de F) c’est donc une base de F.

2. uy=(-2,2,1,—1) vérifie
—2+3%X2+4%x1=0

Ce qui montre que u, € F, par conséquent E c F,etdonc E N F = E # {04}, E et F ne sont pas en

somme directe.
3. a=1(13,04)

1+3X3+4%x4=26+0
Donc a & F, par conséquent G N F = {04}, d’autre part
dim(G) + dim(F) = 1 + 3 = 4 = dim(R*)
OnaG@F =R*

Exercice 28.
Soit E = {(xq,%5,x3) € R3, x; + 2x, — 3x3 = 0}
Soita = (1,2,-3),et F = Vect(a)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3, et déterminer une base de cet espace-vectoriel.
2. AttonE@F=R3?
On justifiera la réponse.
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Correction exercice 28.

1. 0+2%Xx0—-3x0=0doncOgs €E.
Soientu = (xq,x,,x3) € E etu’ = (x1,x3,x3) € E alors
X1+2x,—3x3=0 et x;+2x;—3x3=0
Pour tout A et A’ réels :
Au+A'u" = (Axg + A'xq, Ay + Axg, Axs + A'xg
Axy + A'x1 + 2(Ax, + Axy) — 3(Axg + A'x3) = A(x; + 2x, —3x3) + A (x) + 2x5 —3x3) =0
Donc
Au+Au' €E
E est un sous-espace vectoriel de R3.
w= G B {270 ot T
u = (—2x, + 3x3, %2, x3) = x,(—2,1,0) + x5(3,0,1)
b = (-2,1,0) et c = (3,1,0) sont deux vecteurs non colinéaires, ils forment une famille libre qui
engendre E, c’est une base de E, donc dim(E) = 2.
2. 1+42x2—-(—3)x3=14+0donca & E, par conséquent F N E = {03}, comme
dim(E) + dim(F) = 2 + 1 = 3 = dim(R3®)
OnaE®F =R3
Exercice 29.

Soit E = {(xq,%5,%3,%,) ER*, x; +x3 =0 et x, + x4 = 0}
Soientu; = (1,1,1,1), u, = (1,—1,1,—1) et uz = (1,0,1,0)
Soit F = Vect(uq,uy, ug)

On admettra que E est un espace vectoriel.

g s~ wDN e

Donner une base de E et en déduire sa dimension.
Déterminer une base de F.

Donner une (ou plusieurs) équation(s) qui caractérise(nt) F.
Donner une famille génératrice de E + F.

Montrer que : E @ F = R*.

Correction exercice 29.

1.

3.

u = (x1, X2, X3, X4) u = (=x3, —X4, X3, X4)
u=(x,%,%x3,%,) EE S X; = —X3 & X; = —X3
Xy = —Xy Xy = —Xy

u = (—x3,—x4,x3,x4) = x3(—1,0,1,0) + x,(0,—1,0,1)
u, = (—1,0,1,0) et ug = (0,—1,0,1) sont deux vecteurs non proportionnels, ils forment une famille
libre qui engendre E, c’est une base de E, par conséquent dim(E) = 2.
Il est clair que u; + u, = 2u5 donc la famille (uq, u,, u3) est liée.

1 1
F = Vect(uy,uy, us3) = Vect <u1,u2,5u1 + Euz) = Vect(uq,uy)

u; et u, sont deux vecteurs non colinéaires, ils forment une famille libre qui engendre F, c’est une base

de F, donc dim(F) = 2.
Attention certain d’entre vous on écrit (U, U, U3) ne sont pas proportionnels donc (u4, u,, u3) est une
famille libre, c’est complétement faux, ce résultat est vrai pour deux vecteurs.
u = (xq1,%,,x3,%,) € F il existe a et B réels tels que u = au, + fu,
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Ll 0(+,3=x1

— _ LZ a— ﬁ = x2
u = au1 + ﬁuZ =4 {a(lllll)l) + ﬁ(lr _1r11 _1) - (xlf xZI x3'x4) And L3 a + 'B = x3
Ly\a—p =x,

Ly a+f =x;

Ly—Li)=20 =—x; +x,

Ly—L;) 0=—x; +x3

Ly—L,\ 0=—x, +x,
Donc

F ={(x1,x3,%3,%,) ER* —x; + x3 =0 et —x, + x, = 0}

E + F =Vect(uy, us,uq,uy)
Donc la famille (uy, us, uq, u,) est une famille génératrice de E + F.
Remarques :

a. Laréponse E + F = Vect(uy, us, Uy, Uy, uz) €st bonne aussi.

b. On pouvait penser & montrer que (u,, Us, Uy, Uy) était libre (c’est le cas) mais ¢’est
totalement inutile (si on avait demandé de trouver une base alors I3, oui, il fallait montrer que
cette famille était libre).

Toutefois de montrer que cette (w4, us, Uy, u,) est libre permettait de montrer que £ @ F = R*, parce
que si une base de E, « collée » a une base de F donne une famille libre,ona E + F = E @ F, et
comme (uy, Us, Uy, U ) est une famille libre de R* a 4 vecteurs, c’est aussi une base de R*, autrement
dit E @ F = R*. Ce n’est pas la peine d’en écrire autant, il suffit de dire que puisque (w4, Us, Uy, u,) €st
une base de R* (libre plus 4 vecteurs) alors E @ F = R*.

Mais il y avait beaucoup plus simple pour montrer que E @ F = R* (voir question 5°)).

c. Attention si on écrit (uy, us, Uy, u,) ne sont pas proportionnels donc (uy, us, Uy, u,) €st une
famille libre, ¢’est complétement faux, ce résultat n’est vrai que pour deux vecteurs.

d. Regardons ce que 1’on peut faire et ne pas faire

E+F =Vect(uy, us,us,uy) = Vect(—e; +e3,—e; +es,e1 +e, +es+eg,e; —e;,+e3—ey)
Ca c’est bon. Mais ensuite il faut simplifier correctement
E+F =Vect(—e; +e3,—e,+e,,eq+e,+es+e,+(eg—e,+es3—ey),e;—e,+es—ey)
= Vect(—e; + e3,—e, + e4,2e, + 2e5,6, — e, + €3 — e,)
= Vect(—e; +e3,—e, +e4,e1 +e3,e1 —e;+e3—ey)
= Vect(—e; +e3+ (e; +e3),—e, +e4,e; +e3,e, —e;, +e3—ey)
= Vect(2e;,—e, + e4,e1 +e3,e1 — ey, +e3—ey)
= Vect(es,—e, + e4,e; + €3, —e, +e5 —e,)
Et 1a on retombe sur une situation habituelle, comme e; est tout seul, on peut le simplifier partout :
E+F =Vect(es,—e; +e4,e1,6; —e; —ey) =Vect(es,—e, + e4,e1,—€3 — €4)
= Vect(es,—e, + e, + (—ey —ey),e1,—e, —e,) = Vect(es, —2e5,e1,—€; — €4)
= Vect(es, e5,e1, —e, — e,) = Vect(es, ey, e1,—e,) = Vect(es, e5,e,,e4) = R*
On peut éventuellement se servir de cela pour montrer que E @ F = R* (il reste a dire que la somme
des dimension de E et de F est 4) mais ce n’est pas ce qui est demandé.

dim(E) + dim(F) = 2 + 2 = 4 = dim(R*)

x1+X3=O x1=0

x2+X4=0 x2=0 _
uekENF & X 4+x3=0 x3:0<:>u—0R4

_x2+x4_:0 x4:0

Donc ENF = {Ops}
Par conséquent E @ F = R*
Autre méthode :
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On aurait pu montrer que (uq, u,, us, uy) était une famille libre.

Exercice 30.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a coefficient dans R a n lignes et n colonnes.
Soit A, (R) ’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui vérifient

tA = —A.
Soit §,,(R) I’ensemble des matrices symétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui vérifient
tA = A.

Montrer que A, (R) et S,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

Pour toutes matrices A € M, (R), montrer que AJ;J € §,(R) et que A_zl € A, (R).
En déduire que A,(R) + S, (R) = M,,(R).

A-t-on A,(R) @ S, (R) = M, (R) ?

soitA=( >

2 4
antisymétrique.

o M w e

), décomposer A en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

Correction exercice 30.
1. SoientA € A,(R) et B € A,(R) et soient A et u deux réels.
La matrice nulle O vérifie t0 = —0
Y(QAA + uB) = A'A + u'B = A(—A) + u(—B) = —(1A + uB)
Donc A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
Soient A € §,,(R)et B € §,,(R)et soient A et u deux réels.
La matrice nulle O vérifie t0 = 0
Y(AA+uB) =A'A+ u'B=AA+ uB = AA + uB
Donc §,,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
t(A+tA
2

A+tA
2

) =LA+ A = (A + 4) donc 24 € 5,(R)

t(A—ZJ) = 1A— 1A = 1A - A) = — 14— t4) donc 22 € A, (R)

3. Pour toute matrice 4 :
1 1
A= E(A + tA) +§(A - tA)

Donc A,(R) + §,(R) = M, (R).
4. SoitA€ A,(R)NS,(R),'A=—-AettA=AdoncA=—-Adoud =0.
A,(R) NS, (R) = {0} et A,(R) + S, (R) = M, (R) entraine que A,(R) P S, (R) = M, (R).

5.

1 5
1 1(/1 3 1 2 2

— t - _ =
As =g A+74) 2<(2 4)+(3 4) 5,

2

0 1
1 1(m1 3 1 2 2

— _t — _ _
Aa_z(A A)_2<(2 4) (3 4) |\ 1 0

A est lasomme de A € S, (R) etde 4, € A,(R).
Exercice 31.
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On notera E ’ensemble des matrices réelles dans M5 (IK) qui ont la propriété suivante : les trois sommes
de ses trois lignes de A, les trois sommes des trois colonnes de A et les deux sommes des deux
diagonales de A sont toutes les huit égales.

Montrer que E est un sous-espaces vectoriel de M5 (KK).

Constater que si A € E alors ‘A € E.

Déterminer les matrices symétriques qui sont aussi dans E.

Déterminer les matrices antisymétriques qui sont aussi dans E.

o o bdeE

En utilisant les questions précédentes et la formule A = %(A +tA) + %(A — tA), déterminer la
dimension de E.

Correction exercice 31.
1. La matrice nulle est évidemment dans E

Soit A = (a;)1siss € E, il existe | € R tel que
1<j<3

Ona
L, (a1t a;, ta;s=1
L, |%21t a2t azz =1
Ly |@31+azz+azz =1
L4< aj1taz,t+az, =1 )
Ls laj, +az, tas,; =1
Le jay 3+ azs+asz =1
Ly 11+ a2 +azz =1
a3z, taz, +a;3=1

Soit B = (b; j)1=is3 € E, il existe I’ € R tel que
1<j<3

(byy + by +bys =1
by1+byy+ by =10
b3y +bsy+ b3y =1
by1+byy+bzy =10
bis+ by + b3y = U
bys+bys+bzz =10
bi1+ by + b3z =10
(Bs1 + by g + by =1

A

Et soient Aet u deux réels

AA +uB = (Aai_j + /lbi,j)1sis3
1<j<3

(Aay,+ai,+ays) +u(byy +byy+big)=1+1
Magy + azy +azz) + u(byy +bog +bys) =141
Mazs +azy +azz) +u(bss+bsy+bsz)=1+1
Mays +azs +azs) +u(byy +byq +bsy) =141
Mayz + azs +asy) + u(brg + by +bsy) =1+ 1
Mays + azs +asz) + u(bys +byz +bss) =1+
Mays + azs +azz) + u(byg +byy +bzz) =1+
(as, + azp 4+ ars) + u(bsy + byy +by3) =141

Donc AA+ uB € E
C’est long et pénible a écrire mais ¢’est particulieérement évident.
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2. Si=(a)1ztz2 © 4 = (4i)1ziz2

L1 fal‘l + al’z + a1’3 =

L, | 921t Q22 T az3
Ly |@31t a3z t+ass
Ly Ja11 +azq + a3,

Ls |aj,+az; +az; =
L6 a1,3 + a2,3 + a3,3 =
i1+ azp +azz =
Ka3,1 + a2’2 + a1‘3 =

Ce qui montre que 4 € E.

3. Sid= (ai,j)lsésg = tA = (aj,i)lsésg. Et4 € E.
1

<j<3 1<j<3

(Q11+az1 +az; =1

Q12+ a2+ az; =1
13+ az3t+azs =1
A1y +aip+ a3 =1
a1+ az2+az3 =1
az1+az;+azz =1
a1 +az, +azs =1
\ai3+a,+as; =1

Les huit éguations deviennent equivalentes a : il existe [ € R tel que
Ly (M1t az+ag3=1
L, I A1+ a5 +ay3=1
LyJ{aiz+azz+azz =1
Lylagg+az, +azs =1
Ls \ay5+ay, +a,5 =1
Il s’agit d’un systéme de 5 équations a 7 inconnues (I est aussi une inconnue). Cela ne va pas étre

simple !
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Ly (M1t aiz+az=1
L, las, +az, +az3 =1 L,
Ly3<a;3tastass =1 L3
Ly Lam +az,+azz=10 Ly
Ls \a,5+a,, +a3=1 Ls

|
l

2(11‘3 + azlz = l

Ly (M1t @z +ag3=1
Q12+ Azp + A3 =
13+ az3t+azz =1l L3
A1+ Az +azz =1

Ll (al,l + a1’2 + a1’3 == l
L, I A1+ Az, + a3 =1

a3+ az3+azs =1

l

Ly
Ls

a1+ azp+azz =1
az’z = l - 2a1'3

Li( @ataztaz= l L (1t aiztagz =1
Lyla,+1—-2a,3+a,3=1 L, | a1, —2ay3+a;3=0
& L3 ajztazztazz=1 L3 aj3tazstazs=1I1
Lylajs+1—-2a13+az3=1 Ly|lay;—2a;35+a33=0
Ls \ a,, =1—2a,5 Ls Ay, =1—2a;5
L (Mataztaz=1 [ (283~ a3t ap+az=1
L, |02 —2a13+a,3=0 L, a1z —2a13+ a3 =0
& L3 3z=l—a;3— a3 & L3+ azz =l—a;3—azs3

Ly | a10=2a13—as;3 Ly a1 =2a13— (1 —ai3— az;3)
Ls \ Az, =1—2ay3 Ls \ Az, =1—2a;3
L, (33— a3zt aip =1 [ (azz3=3a;3+as,—1
Ly |2 —2a13+a3=0 [, | a1p=2a;3—ay3
&Lz z=l—-a13—a3 &Lz a3z=1l—a13— a3
Lylayy=3a13+a,3—1  Li|ayy=3a;3+a3—1
Ls \' ay,=1-2a,5 Ls \ ay,=1-2a,;4
Ly (433 = 3013+ 2013~ az3 — ! L, (%33 = Sa;z —azz —1
L, Ay = 2013 — Ay3 Ly | Qi2=2a13— a3
SAER azz3=1l—a;3—ay;3 © L33 azz=l—a;3—ay;3
Ly a;; =333+ azz —1 Ly lay,; =3a;3+az3—1
Ls \ az, =1—2a,3 Ls k az, =1—2a;3
L, | az3 =5a13 —az3 — |
L, A2 = 2013 = Az3
©L3—L130=1—a;3—az3— (5a,53 —az5—1)
Ly a;; =3a13+az3—1
Ls az, =1—2a,3
L, (%3 =5a13—az3—1 L, (%3=5a13—az3—1
L, Ay = 2013 — Az;3 L, I A1 = 2013 — A3
& Ly — L4 0=2l—-6a; o Ly—L, l =3a;3
Ly a;, =3a;3+azs;—1 Ly |ayy=3a33+az3—1
Ls  \ ay,=1-2a4 Ls Ay =1—2ay4
( 2
az3 = gl —az3 B
L, 21 Ly (A33 = 2013 —0Az3
L, A1, =5 —0z3 Ly a1, = 2a13 —ay3
o Lo l—g © L l=3a,;
L, a —_a;,g Ly L a1 = Ay
Ls LTl Ls Az2 = Q13
l ] »
\ %2273
Donc
az3 20,3 — ay3 a3 1 -1 0 0 2
A= 2a1,3 —az3 a3 az;3 =day3 <—1 0 1 ) +a;3 <2 1
a3 ass 2013 — Ay3 0 1 -1 1 0
Remarque :
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C’est deux matrices étant indépendantes, elles forment une famille libre et génératrices de 1’espace des
matrices symétriques de E, elles forment une base de ce sous-espace vectoriel de E. Et alors dim(E) =
2.

Une matrice A est antisymétrique si

(41,1 = —A11
21 = —Aqp
T _ , ‘ al,l =0
31 = —Aa1,3 .
a a a a,; Gz, a a,, =—a G217 72
1,1 Q12 A13 1,1 Q21 03 1,2 = —Az1 e = —a
— 31 = —a13
A=-"Ae 01 G G3z|=—(02 G2 432 ]|<02= —022 & =0
azq dzz 433 a3 Gz3 433 Az = —Az3 a 22 —a
(11,3 = _a,3,1 ka3'2 . _a2;3
az3 = —a32 3.3 33
\d33 = —d3;3

Si de plus A est dans E alors ses coefficients vérifie (x), en combinant ces deux systémes, on trouve

L, (®a +a;,+a;3=1 L, (@z+ay;=1
L, |21 t+az, tas; =1 L, |—aip+az3=1 L, (G2t d3= 0 Ly (Q2+a;3=0
Ly |@s1+asptazzs =1 [;|-a;3—a,3=1 L,|~12+023=0 [,|-qa;,+a,;=0
Ly)aipt+az;+az =1 L4< —aip— a3 =1 Ly |—a13—az3=0 L, 0=0
Ls|aip+az, tazp =1 " Ls| g, —a,; =1 Ly)—a;,—a;3=0 "L, 0=0
Le Jay3+ a3 +ass=1 Le Qi3+ a5 =1 Ls | a;,—a,3=0 Ls 0=0
Ly ayqtaz, tazsz =1 Ly ’ 0= ,l Le \ a13+ a3 =0 Le \a;3+a,3=0
Le \az1 +az; +a;3=1 Lg \ 0=1
Az +a;3=0 a3 = —ay2 a3 =—0a4,
St ta3=0s { A3 =012 < { az3 = Qa;,
a;3ta3=0 a3 +azs; =0 0=0
Donc
0 A1, —Q12 0 1 =1
A=|—ay, 0 A2 | =aq, (—1 0 1 >
A1, —01 0 1 -1 0

L’espace vectoriel des matrices symétriques de E est la droite vectorielle engendrée par cette matrice.
On constate que%(A + tA) +%(A —t4) = %A +%tA +§A —%tA =A
Puis que (4 + tA) = ‘A + A € S(R3), I’espace des matrices symétriques et que {(4 — tA) = 'A —
A=—(A-"tA) € A(R3), I’espace des matrices antisymétriques.
Cela montre que M (R3) = S(R3) + A(R3), comme 4 € S(R3) N A(R3) = {0}, puisque 4 €
S(R3) N A(R3) entraine que ‘A = AettA = —A et que donc A = 0. On a donc

M(R?) = S(R®) @ A(R?)
D’apres les questions précédentes

1 -1 0 0 2 1 0 1 -1
EnS(R)=Vect[-1 0 1 ],/2 1 0 et ENAMRY) =Vect|{|-1 0 1

0 1 -1 1 0 2 1 -1 0

1 -1 0 0 2 1 0 1 -1
E=Vect|{-1 O 1 /{2 1 0),{—-1 O 1
0 1 -1 1 0 2 1 -1 0

Ces trois matrices sont indépendantes car S(R3) et A(R3) sont en somme directe. Alors dim(E) = 3
Remarque : Cet exercice résous le probléeme des carrés « magiques »

Par conséquent
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